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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n'est pas autorisé.

Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n'a
pu étre démontré.

Notations:
Dans ce probléme, n et p sont deux entiers naturels non nuls. On désigne par :

e M, ,(C) le C-espace vectoriel des matrices & n lignes et p colonnes.
e M, (C) lalgébre des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans C.
e GL,(C) le groupe des matrices inversibles de M, (C).
e [, la matrice unité de M, (C).
e 0, , la matrice nulle de M, ,(C).
e 0, la matrice nulle de M,(C).
Pour toute matrice A de My (C), A = (ai)1<i,j<n, ON NoOte par :
e sp(A) ensemble des valeurs propres de A.
o det(A) le déterminant de A.
e rg(A) le rang de A.
e P4 le polyndéme caractéristique de A.
e A= (@;;)1<ij<n la matrice conjuguée de A.
o ker(A) = {X € M, 1(C) : AX =04}
o Im(A) = {AX, X € M, 1(C)}.
e R(A)={M € M,(C): MM = A}.

A est dite co-diagonalisable s'il existe P € Gl,(C) et D diagonale tel que A = pDP .
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Partie I: Etude de R([,).

1) Soit M € GL,(C), on pose A = MM, Veérifier que A € R(Ip).
2) Soit M € R(I,). Pour tout o € C*, on pose :
C, = aM +al,.

a) Montrer que M Coy=Clas
b) Montrer que det(Cy) = a"Pp(—2) .
¢) En déduire lexistence de 8 € C tel que Cp soit inversible.

d) Calculer alors Cg@nl.

3) En déduire de ce qui précéde que
R(I,) = {PP ' : P € GL,(C)}.

4) (a) Vérifier que —I, € R(Ip).
(b) Déterminer 'ensemble {P € GL,(C); PP '=-I}.

Partie II: Etude de R(0,).

A) 1) Montrer que, pour tout k € N*, on a : - o
(X1,...,Xk) est libre dans My, 1(C) si et seulement si (X1,...,Xk) lest aussi.

2) En déduire que rg(M) = rg(M), pour tout M € M,(C).

B) 1) Montrer que, si n =1, R(0;) = {01}.
Dans la suite, on suppose que n > 2. Soit M € R(0,) de rang r et M # Oy, . On note
par B, la matrice de M, (C) définie par :

0r,n~1‘ I
e <0n_r,n_r on-m> |
2) Montrer que Im(M) C ker(M).
3) En déduire que 1 € rg(M) < 5.
4) Montrer que B2 = 0j,.
5) Soit (Xi,...,X,) une base de Im(M).
a) Justiﬁe;—ljek_istence de (X1,...,X;).
b) Montrer qu'il existe une famille (Xr41,...,Xn—r) de Mn1(C) telle que
(X1,...,Xn—r) soit une base de ker(M).
¢) Pour tout 1 < ¢ < r, montrer qu'il existe un élément Y; de My, 1(C) tel que
MY; = X;. On notera Y; = Xpoppppour tout 1L < i <.
d) Montrer que (Xi,...,Xn) est une base de Mp,1(C).
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e) En déduire que la matrice P de M, (C) dont les vecteurs colonnes, dans l'ordre,
sont X1,..., X, est inversible.

f) Vérifier alors que M = PB,P .
6) En déduire de ce qui précéde que

R(0,) = {PB,P 1<r< -g et P € GL,(C)} U {0,}.

7) Exemple: Montrer que, pour n = 2,

Fizg 2
R(09) = {)\ <"|Z|C2 Izé) i a,c )\ € C}.

Partie 1II: Caractérisation des matrices co-diagonalisables.

A) Soit M une matrice co-diagonalisable.

1) Montrer que MM est diagonalisable.
2) Montrer que sp(MM) C R,.
3) Montrer que rg(M) = rg(MM).
B) Soit M € My(C) tels que MM est diagonalisable, sp(MM) C R, et rg(M) = rg(MM).

1) Montrer qu’il existe une matrice Q € GL,(C) et A\ > Ay > --- > A\ > 0 tels que
MM = QD1Q ! on

Nk, O e
0 )\QInz :
D1= . :
: SR 0
0 vob i 00 Al
&

avec, pour tout 1 <¢ <k, n; € Net an =n.
i=1
2) Posons S = Q~1MQ.
a) Montrer que SS = SS = D;.
b) En déduire que SD; = D; S.
c) Montrer que

A TR
0 S, :
S= :
S
0 0 Sk

ou S; € My, (C) pour tout 1 < i < k.
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d) Montrer que, si A\ > 0, alors, pour tout 1 <7 <k, on a:
1

e) On suppose que A\, = 0.
i) Montrer que, pour tout 1 <i<k—1,ona:

1
Vi

Si € R(Ip,).

ii) Montrer que Sk € R(0p, ).
iii) Montrer que Sg = Oy, .
f) En déduire qu'il existe une matrice diagonale Dy et une matrice P € GL,(C) telles
que S = PD,P 1.

C) Conclure de ce qui précéde que, pour tout M € M, (C), les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

i) M est co-diagonalisable.

ii) MM est diagonalisable, sp(MM) C Ry et rg(MM) = rg(M).

Exemple Dire dans chacun des cas suivants si A est co-diagonalisable? si A est diagonalis-
able?

pa=0  2a-( )T ea )
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